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Toepassingen van interpolatie in de theorie
der_ functies van het exponentiéle type

Voordraoht van J. Korevaar in het Mathematisch Instituut der
Technische Hogeschool te Delft, 13 December 1948.

(Interpolatory methods applied to functions of exponential type).

§ 1. Introduction. Summary of results.
‘ A function f£(z) deflned on a set E is said 40 be of exponen‘tlal
type if there are constants A and B such that

(1.1) 22| ¢ B oAl

for all z € E. An entire :function £{z) is said to be of exponential
type if an inequality (1.1) is valid for all z.-We say that £(z) is
of type X on E if to every £ >0 there exists a B(£ ) such that

(1.2) [2(2)] <B (5) & @TE)x
for all z€ E. An entire function f(z) is of type o if an inequalztv
(1.2) nolds for{every £>O and)all z. In this sense

ag 2 az
-e ¢+ 8in Bz, cos az, z e , 2 8in a =z

are all of type Ia[ ’ while

22

,r—-— ' . 2
cos = ?" 4.1 = esas @ s1n 2z

are of type O, and not of exponential type, respect:.vely‘ 8in z?’ﬁ might
however be called "of order 2 and exponential type"( [£(2)|< B & iz % )

L}

By & theorem of S. Bernstein [1] (see § 2) an entire function of
type 0 can not be bounded along a line, if it is not a constant. In
1931 G, P8lya [ 14] set the problem to prove that an entire function
of type O can not be bounded on the set of the 1n~tegers, except if it
is a constant. Several proofs have been given. See for example G.Szer’’
[18], L. Tschakaloff [20], RsE-AsC. Paley and K. Wiemer [11lp. 81-83.
N, Levinson [9] Ps 127-129 and J. Korevaar [6]. The proof which will
~be given in § 3 reduces Pglxa's problem to the theorem of S«BQMS‘belu :
mentioned above: it is shown that f(n) bounded implles f(x) bounded”

(x real). : '

~ The conclusion f(n) bounded — f(x) bounded is valld not only
for entire functlons cf type O, but for all entire functlons of type
(‘?T’a This was proved by Miss MgL. Car‘twri zht fI,] . Other proofs were-*"”

given 'by Ao Pfluger [12], Q.J . Maeintvre [_10] and p:05:D Boaai JM [31




2.

In § 4 we prove a somewhat better result (type <7V only on the imagina-
ry ax(Jis) by means of an interpolation formula due to Boas B] « This
interpolation formula is proved in a new and much simpler way (see § 4,
we start from the "cardinal series" (3.2)). The most importent result
of §4 is, however, that we could prove the following theorem of Miss
Cartwright [4] in a similar way: 1f f(z) is analytlc and of exponen~:
tial type <Tr in R(z) Z 0, then f(n) vounded :mel:x.es f(x) bounded
(n = 1,2,4:¢3 Xx20)e It is sufficient here also to suppose that f(z)
is of type < T on the imaginary axZ=is. This theorem further leads to
an improvement of a theorem of V. Bernstein EZ_] (see § 4}« In § 5 we
prove the following extension of Miss Cartwright's first theorem: if
f(z) is an entire function of exponential type, of type < k™ on ,
z =1y (y real), if f(n), £'(n0) ¢4, f(k ~1 {n) are bounded (n integer)
then £(x) is bounded (x real). (Compare f(z) = 2 sink Tz, however).

Y. Ganapa thy Iyer[ 5] and N. Levinson [8] , [9] p. 122-126, have
proved some results on entire functions bounded on two "orthogonal”
sequences, For example, if £(z) is of type <"}Tr bounded on{ g
and{zm% (n, o integers), then f£(z) is a constant. Several generali-
zations are given in § 5. One is as follows. Let A’l’AZ""-}\k (k > 2)
be complex numbers of different arguments (mod Tr). Let /4,3 ‘/Aj
Let s:m"!“{"#’z,,.,.... sn.n‘:rf,tktx be of type t on the line D
If £(2z) is an entire function of exponential type, of typer% <t on P
and if ff (As 'n,)l<0(j = 1,2,..k; n integer) then £(z) is a constant.
An 1nterest1¢1g result for a half—plane is also glven.

In § 6 we finally mention a result of P [15] and Pfluger L121
on functions of order 2 and exponentlal type.

Our proofs depend on theorems of E. Phragmén and E. Llndelof L3]
combined with 1nterpola’cion formulae which are partly new. More de-
tails will be given in a Leyden thesis. ‘



& 2. Stellingen van E, Phragmén en E. Lindeldf met enkele toepaséingen:
een stelling van S, Bez_ggﬁein en enkele ongelijkheden veor functies
~an_het exponentisle type

-t -«u-—.--;..-—w—-—-«-—nmc— — —— - "

3As in een eindig samenkengend g;obled G, en con’clnu in G =G+ I (I de
rand van G), dar volgt wit
E

C2.1) max
. z op 2

dat [f(z)S ¢ overal in G, tenzij f(z) een constante is. Steeds volgt
wuit (2.1) ech't:er

(2.2) l£(2)| €
wveor alle punten z van @. De volgende stellingen van Phragmén en Linde-
A0f 2zijn uitbreidingen van de maximum-modulus stelling tot zekere
oneindige gebieden.

Stelling 1. (Zie [13] orf L‘!Q] pag. 17‘7) Laat f(z) analytisch zijn
3n, en op de rand I van, een)sector G met crpem.ng Q< . Laat £( z)
wvan het exponentiéle type zijn inG =6 + Ly deWe3ge

(2.3 J2=)] < Be

wvoor zekere constanten A en %or alle z van G. Dan volgt uit (2 2)
wvoor z op [ dat (2.2) geldt voor alle z van G. :
9, T ) Bewijsg. - Laat G zi;;n de sector
: | }argzt\(ﬁga L?ag -

| % | (2.4) gglz) = e, nglz) =

| = 2(2) gg(z), | |
; . Hierin isd>0, /<A <’7'/§0 ehdars
'O wréz RE steld. z)‘zalk die tak zijn van
; %, % de functie, die 1 is in z=1.
7 e , hg(z) is analytisch in G, ‘continu'
‘ o ’ "~ in G. Op’ Kz(z.—rey’,h}ﬂ(§sp)
n\ ; : ‘gald't *5{(5‘&2 ol;[/) el
X e e g2 = &
-51 w)% -gt wa')«f?

T Ky,

3

ces ~?\§0>odaar é?ﬁgﬂ(x?r’ We hebben dﬁs wegens (2.3) op Kz
2.5 HS@)I Be, (a“cmixso)z +A'z, &)2 |

“waar:!.n fa[’t)-—‘,o [f‘z, ‘——)00) ép r geldt (zie het enderatelde)
@6 Mplg LT



, 4o
Pas nu de maximum-modulus stelling toe op hg(z) in G, (\ z[< %y [arg z| <
2-50). We vinden ' '

(2.7) lhg{z)\Smax {/u,(r)', C} , z in '(";® .

Laten we in (2.7) bij vaste z r-00, dan krijgen we ]hé‘(z)l'\fc
(z in @), ofwel Y — |
(2.8) 2l < ¢ 1e®?] L G,

Laten we tenslotte bij vaste z 8-0 , dan geeft (2.8) |£(2)] <
overal in G. |

Opmerking. De voorwaarde dat f( z) van het exponentiele type is .
in G kan door een zwakkere vervangen worden ([13]of L19J) De voor-
waarde 504(77" is essentidel: X% (w>0) is begrensd op de imaginaire
as, maar niet in het halfvlak &{( z)2 0. We zullen wel een stelling voor
.een halfvlak bewijzen, maar dan moeten we de greotte van f(z) sterker
beperken dan in (2.3),

Stelling 2. (zie [13 lof 19] p. 178). Laat £(z) analytisch zijn
in, en op de rand I)W%‘ﬂ%&%aat f(2z) van het exponentiele type O zijn
inG =6 + {, d.w.z. bij elke £>0 Tbestaat er een constante B(£)
z0, dat ' ’

(2.9) l{.’ ()] < B(g) e £ ¥l | |
voor alle z van' G. Dan volgt uit (2.2) voor z op 2 dat‘(2‘2) geldt
voor alle z van G -

Bewijs. Laat G zijn het halfvlak x>0 . We beschouwen de hulp-

functie :
3, : T , | (2.10) kg(z) = f(2) 'ef.é'z) ‘
%’ 8 >0 . Dear we in (2.9) £=4d

mogen nemen zien we dat kg(a)—iou(:t-&q).
‘ké‘(:};)l heeft dus een maximum op
0Lk O : .
(2.11) k50| < 1 R5 (o) = &,
Zl’-? JC +‘£’3" : ze’g. Op »de 1mag1ina1re ‘,,?a gf:a.ldt .‘
lkg(z){ l'f(z) <C. Hieruit, uit
(2.11) en uit het feit dat kg( z)
zowel in het eerste als in het vierde kwadrant van het exponen‘biele :
type is volgt wegens stelling 1 .
(2.12)  |kg(2)t€ max.{c,p} , zinT.
Rest te bewijzen D < C, Stel D > C. Dcn kan a, niet op I llggen, o
dus X,70 . Op de cirkel |z =X,]= X, geldt teg(z2)] < D = leg(ag)]
Maar dan moet volgens het ‘maximum-modulus principe kg(z) een constan~ /
te zijn. , ‘kg( z)t =D veor alle z, eck op 1‘, in S‘trigd met ‘kg(z)i< g
voor 3 op E. ‘ . : ‘ ‘ L

TOEPASSIHGER. W’e 'bewi;;zen eerst de volgende s-belling van S.Bern-—

stein [1]



. : 5.
Stelling 3. Als ff(z) een gehele functie is van het exponentiele type
O, en als |£(2)] < C op een zekere 1lijn, dan is f(z) een constante.

Bewijs. Pas stelling 2 toe op de beide halfvlakken, waarin de
1lijn het vlak verdeelt. Een begrensde gehele functie 1s een constante.

De volgende ongelijkheid levert een shatting voor gehele func-
ties van het exponentié'le type & , begrensd op een.lijn (Zie E‘16]
deel II p. 35, 36 (mrs. 201, 202) en [17],vel. [7].)

Stelling 4. Als f(z) analytisch is in/f(z)> O en daar van het
exponentiele type X 2 0 p dowez, £(2) = 0 ( e@‘"“g))ﬂ ) voor elke
€0 , z in I{(2) > 0, en als )f(x)l<’ A(—00 < ®<O0 )} dan geldt

(2.13) z( S Ae™?, C =96) 20).

Bewiis. £() e* 5)7‘( E>0) is begrensd op de reele as en op de
+ y-as, dus begrensd in 3/’1’,) >0 (stelling 1), dus (stellingz)
} é’) o(°<+€)k2l A (’H ;0)
ofwel 2N A e(ﬁ<+€>; (%20)
Door £ 0 volgt hlerh..'&'j[? “13)
 De volgende stelling blijkt ook vaak nuttig,.

Stelling 5. Als £(z) analytisch is in §< arx <P-§ (0<d<T)en
daar”van het exponentiéle type, en als veor een zekere recleX en voor
een # 20 . , : . . Y
G |fre ) s RS if@e“’*" Y <he ““W(m)
dan geldt ‘ :
(2.15) . }gg‘ce‘?’)i <A ERF (z 0, JSp<T=3).

Bewljs. Pas Stelling 1 toe op f(z)e X in o< a/:.’fc (‘ﬁ'pf

Tenslot'be noemen we de (opzettellgk wzinig scherp geformuleerde)

 stelling 6. Als f( z) analytisch is in een sector(a <)¢}<M z<“f
en daar van het exponentiele type (X), en als f(z) van het type (> 0)
is op de +y-as, dan is f(z) op een halflijn in de sector, die een
kleine hoek maakt met de +y-as, ook nog "ongeveer" van het type /Q 3

(2.16) )< C e ‘m&(o(*e)'c +(/g+s)’3‘ de&ec/m,

voor elke &£>¢0 en bijpasgends C.
Bewijs. De functie

{«@ec& (x+E)+ o[ﬁ+£) {% k)

is begrensd oip. de randen van de sector. Pas gtelling 1 toe.

§ 3. Interpolatie in de gehele getallen. enige ;glassieke formules.

Toe-oasszngew een stﬂ‘lng van G. Polva en_een vyan S. Bernstein. A
| De functie ,i_sm L ~m)}/{'ri-[x—n)f heeft de waarde 1 in z ‘.-'=gn', .
en de waarde O in alle andere punten z = = geheel getel. Wanneer nu 1’( zy
een gehele functie is, waarvoor f(n) =0 (™ ) ({9:).9. © ), dan stelt
de in elk eindig geb:xed umform eomrergente reeks van gehele functies




6.

m .

(3.1) o) = 2 o(w Sl man“’%ﬂiﬁg

‘een gehele functie voor, die in de gehele getallen met f(z) overeen-
stemt, Als f(z) van het exponenti’éle type X< is, is F(z) overal
gelijk zan f(z). Dit is onder andere een bijzonder geval van een re-
sultaat van J.M. Whittaker (Vgl. [22]1). 68). Wij bewinzen hier

Stelling 7. Als f(z) geheel is, van het exponenti€le “t;ype o ( =0),
van het type [5\ Tr op de 1mag1naire as, en als £f(n) = 0([n}” )({n{—)csa)9
~dan is

(3.2) £(2z) = sin T z Z (‘?)n £(n) |

7 (2-n)

Bewijs. Daar f(n) = F{n) (zie (3.1)) is

) flz) = Mz _ _f(=) (=" f(n)
(3.3) glz) = e arrm == s.mllz Z r(z-n)

geheel, Op de cirkels jn; = k + % (k geheel > 0) geldt

(3.4) \sin Wz!'1 < 1 gf{z‘) ‘SfBg,(u+&)<k+§)

()o N
po n >
~1) f’jhg%} N Y
5 Z gw*:,v “{’anqgc T won] +‘5;‘€D L]
_——m 4 . M ‘
dus R AT
(3+5) \g(z)\ <E e(o("'&)(k*%) (E"onafh. van k).
Passen we de max:}mumwn dulus stelling toe op g(z) tussen de cirkels
met stralen k + -2*- en r + ;=- (k = 0, 1,“;) dan vinden we uit (3.5) dat

g(z) van het exponen*i’éle type is (en wel van het type oL Do
g(z) is begrensd (nadert zelfs tot nul) op de halflijnen

s/ argz:é‘—*g ,argz~—-'§-‘ , als §>0
\o N voldoende klein is& Immers f(z) is daar "onge-
% veer" van het type [3'(‘17" (zie stelling 6), en
) ’ ( sinTz )~ is dadr nog "bijna" van het ‘
type —~9r ; tenslotte is daar (voor -Jz| > I k)

(%?ﬂz (}n(M) zf cos&" + Z th«r—‘}) jnicosg’

(3.6) Z ("1)!1 f&"‘).

T (Z~-1)

2K

logl
L= -—-5-{-5‘ ),
Uit stelling 1 ﬁaolg* dusg dat gl z) begrensd is in de drie dcor de ‘

halfhgnen gevormde qecboren, g(z) is dus een constan'he, die alleen
- maar kan ziwrw ' 4




Te

Verwant met stelling 7 is stelling 8. De daar genoemde interpo-~
latieformule wordt wel naar L. Tschakaloff genoemd (zie- [?Q}) vel.
echter G. Valiron's "reeksen van Lagrange " [?1:] -

Stelling 8. Als f(z) geheel is, van het exponentlele type, van
het type F‘(ﬁ? op de imaginaire as, en als f(n) = 0(1) (n geheel),
dan is

G e - T 2O e+ 2 en® e (L gl

™4
B
.

Bewijs. Pas stelling 7 toe op?O(z,) {_f(z) - f(O)}//'z. We
vinden

. "T' 1 !
.8 2(2) - 20y = EaL2] £(0) + é (-1)® {f(n)-fw)}(* =

Hieruit volgt het gestelde daar
sinTWaz T 1 4 nf 1, _ ‘]
(3.9) 1 =""".‘:§:~"'[ Z (-1 ( z-n)

We merken nog op, dat ook (3.9) uit stelling 7 afgeleid kan
worden., Neem maar voor f(z): “’)\ Q‘z 3 AZ(0 <A . We vinden

'%“’ 4":3% M’m ZCI} (7:: ) A?;‘:':h)(w +k—-;,,

Laa‘t AT « De reeks convergeert big vas%e z uniform in >\ , dus

/ An TR
TR

—\

l
A&w17fk ;Zlflfn 4L i;;;).

Ioepassingen. We noemen eerst de volgende stelllng van olxa. ([ﬁQI
vel, [16],]20] ,[17)p. 81-83, 9] »s 127129, [6]) die een uitbremmg
is van stelling 3.

) Stelling 9, Als f(z) een gehele functie is van het exponentiela
type 0, en als [f(n\ KC(n=0, £1, £ 2,ii.), dan is f(z) een con-
stante. : ‘

Bewijs. Pas stelling ‘7 toe op sp (z) —-{f(z) f(O)f / Ze We v'in- _
den voor x recel

(3410 ic,p(x)l sinwxf% <CZan)( ) *D

Stelling 3 levert ni ?’(Z) = constantes Dadr fD(n)*ﬁ?O(nr%OO) moet e
deze constante nul zijn, dus f(z) f(O). : : |
De volgende s%elling is in hoofdzaak afkomstig van S. Bernstein :
Ej:} (Vgl; EjGJ d@al 11 ps 35 (nr* 201)‘)00k deze Btelling omvat stel~fu
11ng 3e — fwr'
taLllng 10, Als f(z) een gehele functie is van.h t type o(:>a
dieyvu;&peh san |£fx))<C (X;reeel),_dan“galdt }f(x){<f£x G. ‘




8.

Bewijs. Laat A = 77/( x+8), 8>0 . Dan is n(z) = £f(Az) een
gehele functie van het type AN TN, en ]h(x}{< Cs e bewijzen dat
|hr(x) [ TC. Volgens stelling 8 geldt, na differentia:ble,

h'(z) = cos T z ..‘.E /444177"/3 Z (—i) ’gé")
ef et Ck'”)

Gt A i) contre = - sy F SR
! 7‘[2-?7)

In het bijzonder geldt

(3.12) W("L) :‘77'[%* £)* JTC

Daar h(z+a), a reeel, san dezelfde voorwaarden voldoet als h( z), moet
dus [h'(x)}<'u C. Anders geschreven

(3.13) sz(,\x)j sl , prc) <(@x+8)C.

Daar 5)0 willekeurlg was, volgt hieruit 'f'(x)[ <Q<C. ~

Voorbeeld. Neem f(z) = C ela 2,

§ 4. Een interpolatieformule van R.P. Beas Jr __en een verwante.

Toepassingen: een steliing 'van Miss M.L. Cartwright, -een stelling van

V.. Bernstein en nog een van Miss Cartwright.

Boas [3] heeft ten andere nuttige interpolatieforrmule gegeven
voor het geval f(z) aan de voorwaarden van stelling 8 voldoet. Wij
zullen van Boas'stelling een heel kort bewijs gevens
' Stelling 11. Als f(z) geheel is, van het exponentidle type, van
het type p(’n’ op de imaginaire as, en als f(n) = 0(1) (n geheel) dan
is ,

(4.1) 2 z) = gin 7?"1 bt) ) mg(m~w)
& (x-n)*

voor elke 8)0 28, dat (31‘—5' ("IT
Bewijsg. Een bewijs als bl; stelling 7 gaat n:.e’c, omdat sin J(Z 'n.)

de zaak in de buurt van de imaglnalre as bederft. Laat & <a<’7“../8—-&
De gehele functies '

(4:2) g (2)m £(2). —---'—’> sinM, ; g2<z)~=f<é‘)"*‘g-":£3~m%x

voldoen voer O< )ﬁ 5\ aan de voorwaarden van- Btell:mg Te “‘Ie v1nden dus

( ) AM;‘IZ   9 g1(z) Sz.n)\K + g2(2‘> cos )2

(4;3)

: m,ﬂ,z 2_ =) &) _;?,£ng__>t(z~x_;)_ “

z-n) &'n- T



Integratie over A van 0 tot ) geeft (de reeks convergeert uniform in

) .
(4;4) 5 £(z) %Eé—é = sin rZZ (-1 "£(n) sin &z sin & {z-n)

T (2=n)" £n
Deze reeks convergeert uniform in ¢ o Laat = © : we vinden (4.1)

Toepassing. We bewijzen de volgende stelling van Missg Cartwright
([4] , val. [12] , [10] , [3]) zoals Boas het deed.

Stelling 12, Als f(z) voldoet aan de voorwaarden van stelling
11, dan is £(x) begrensd (x reéel).

Bew13 . Als [£(n)l <c geeft (4.1)
x)~7

(4.5) [fr)] € {Z m“} TRt IS (3'2?+’Z C,

Opmerkingen. 1)/5<72’ is essentieel:.z sindz is van het type 7T..
op de imaginaire as, f(n) = 0 (n geheel). Maar f(x) is niet begrensd.
2) Stelling 9 volgt uit stelling 12 en stelling 3.

3) De £(z) van stelling 11 is van het type /3 « Ja, zelfs geldt (zie
stelling 4) lf(z)} < K {_ﬂ'y} (y = I(2)).

4) Het bewijs van L, Pfluger [12] is ook heel eenvoudlg, het berust
op stelling 8. Pfluger merkt nog op, dat f(x) bijna-periodiek isg, als
£(n) het is, en dat flx) — £ als f(n)—> £ (x resp. n—»oo).

Wat blijft er van stelling 12 over, als we alleen weten dat f(2z)
analytisch is in R(z)22 0, aldaar van het exponentié'le type, en van h'et
type /5< 7w op de imaginaire as ? Dan geldt de volgende oudere stelling
van ¥, Bernstein ([2] p. 230 ). | ‘

Stelling 13. Als voor een zelere reels o

(4.6) lim sup 4 log }f(n)] = .0
f-soe N -

dan is ‘ | ‘

(4. 7) e lim . Sup }L log [f(x)] = o .

(De groei van f(z3 op. de pogitieve x~-as wordt bepaald door zijn groei
op de natuurllake getallen).
Het is mlxlder bekend, dat u:i.t een stelling van Miss Cartwr:.gh't;
( [ 4], vgle ['10]) het volgende scherpere resultaat volg't, Wwaarvoor nog
geen Yeenvoudig" bewijs bekend scheen te z13n.
Stelllng 4. Als voor een zekere reele o -

| (4?8) f(n) O(e o0 ), ( n geheel;o),u
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dan is ‘
‘ X -

(4.9) Cf(x) =0( e "), (Xzo0) . _

Bewijs. We mogen wel &= ¢ nemen ( beschouw anders f(z) e‘.’z e
Laat nu

- BIYI ' I} :
(4.10) [f(:\.y)/,{A e , [E(n)< ¢ (B<7, y reeel, n geheel 22
We beschouwen
oo ! .
n ; L
(4.11) £2(2)  _ gin 7 Z‘Z (D f(m)  _sin Tz Lo,
- Vzt - 2 ZT¥n+1 (z-n) z+1

g(z) is analytisch in R(z)Z ¢ en daar van het exponen‘tié’le type (vgl.
het bvewijs van stelling 7), en wel van het type 0. Immers, g(z) is be-
grensd op de drie halflijnen arg z = + %—. , arg z = 2’:‘ ’ 57"—’,
voldoende klein. (Vgl. (3,6)). Volgens stelling 2 is dus in R(z) 2>
& z)] < vov.gr. [g(ly)} De laatste hangt alleen af van A,B,C. In het
bijzonder hebben we
(4.12) le(x)] < K (4,B,0), (x22).

Laat nu o< é{<7r; B, en laat o A< &y Beschouw (4.11) met
f(z) cos 2z resP. £(z) sin ) z in plaats van f(z’): de bl;]behorende

functies o(2Z) mogen zijn gy (A s 2}, 8 (A ,%)» We hebben wegens (4.12)

(4.13) lg (%, r)f< K(AB+5\ ¢y, (4 ~1 25 X20)e
We stellen .
G(},z) _g,!()Z) cesAz + gz() 2 ) sin )2 =

f4;14)~ - 7[(2/ V“"‘Z’ (——/} f(n/w)/z %/

S T 7 ; T o [z n/
Dan is‘ . | |
| _ fes Vi > //’f/ﬁw - *‘t/
(‘4‘,15) 5/ fﬁ /d) 44;7{;, Z 8 Wts (2- o

Voor z = x; o hebben we wegens (4.14) en (4 13)

(416) [ /g/ﬁ »\’/43/ | zK(A B+0o, C’/

Uit ( 4.15) en (4.16) volgt na een korte berekening dat f(x) begrensd 15:
(Xx20). o

e Opmerkinsganﬂ) Ult stellzng 14 met 0( = 0 voﬂ.g‘t s‘bellinﬁ A2,
2) De som in (4» 1) maal sin ’713 z blijkt op de. pos. x-—as O(x ‘1) i
H:.arm_t vﬁlgt mts over de verdel:ang der f(n)*:s. dan e £
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§ 5. Intex;polatle in de Hun'ben n en im (n, m geheel), Toepassing:
een stelling van V, Gapapsthy Iyer en N, levinson. Een vergaande ge-
neralisatie, en een generaligatie van een stelling van Migs Cartwright.
Stelling 15. Als f(z) geheel is, van het exponentiéle type, van .

het type 5( 7z”%, oy de halflijnen arg z = v/e ) 27T of op de
halfll;;nen arg z = 3—’:? en Zf y €n ﬁls ¢ 7
R ff»»/ MO el d Gy
ey Sand TN -~ 00 JM T 7

convergeren, dan geldt

gf f__ ngyrz dﬂwé?f'Z-_{;’ ("{) ”?ff"/ v»_f_Zj/"/jM—«g
(5.2), (2= z #ondk TR 2‘/2-»*1/ = gk T

Bewijs. Het rechterlid P(z) van (5.25 is gelijk adn f(z} in de pux'i-—

ten n, im (n,m geheel}. De functie

(5.3)  7(2/= [ /12)— Fl2) ] % fldwn 2. - sh w2

is dus geheel. Door de cirkels |[Z/= kfi (k geheel20) te beschouwen
vindt men als in stelling 7 dat g(z) van het exponentiele type is, ILaat
f£(z) van het type <7{1{2" zijn op arg z = 3?%/ 7”/5/ . Voor vol-
doend kleine ()>»f zal //z/ tot O naderen op arg z = 37/y ¥ J, |
arg z = 7'71'/5/ » {(Vgi. het bewijs van stelling 7). Hieruit emn ul‘b
stelling 1 volgt g(z1=0,

Toepassing., We bewijzen eerst de volgende stelling van Ganapathy
Iyer en Levingon (Zie LS [8] en [9] p. 122)
Stelling 16, Als £{z) geheel is, van het exponentlele 'bvpe, van het
type ﬂg{ m Ve op Arg z = 372'/,( en ,7”/y s en als
Gy feilg &, [frem)l g C (n, m geheel),
dan is £(z) een constante, | ‘
Bewijs. We passen (5.2) toe op f£(z) sin oz , o< o< e - }3’
We vinden dan, dat f£(z) van het type -3 is op de imaginaire as, Uit
ff(n)}<0 en stelling 12 volgt nu dat f£{x) begrenpd is, Hieruit en uit
li‘(lm) <0 volgt wegens stelling 12 dat £(iy) begrensd is, £(z) moet
dus een constante zijn. (Stelling 1), ,
Opmerkingen. 1) Voor f(z) = gin Xz sinh 7z is :7!'}-/3 op arg z =
- 3afy, 7T/, (5.4) geldt, maar f£(z) is geen constante!
2) Als f(n) =0, f(im) = 0 moet na‘buurl:x;}k £f(z)= 0,

Men kan stell:!.rg 16 - gemakkelljk generaliseren voor twee pun‘benrlgen,
waarva.n de dragers een hoek @ met elkaar maken, L :

- Bhelling 1 7’7.—;,3:.8&“” ol wl /e, A= 4—?’-‘0 . Leat f(z) een ge-
hele functie mm van het exponentiele type ’ van het type
“ﬂ‘( zﬂrm‘zf L kada halfl13nen arg ra I'.,L “72*“?""* Lo,

e m genee)
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dan is f(z) een constante. X
Ook deze stelling is "scherp": kijk masar naar sin 77< Slnﬂl(ﬂ-— e‘m).
We leiden stelling 17 af uit een overeenkomstige (diepere) stelllng voor
een halfvlak, ‘
Stelling 18, ILaat © <W< . Laat f(z) analytisch zijn in het
halfvlak %’z/; © en dsar van het exponentlele type, van het type

7T Lew o0p de reele as, lLaat T, W
VAR (Fe T/

¢ i"»..&’ .
~?\/::'-8— < /9{'2&@
Als

.1 [ fA< C L, TH )< C (ne=o iz, ./

. s
dan is er bij elke Z)O een constante D zo, dat

(5.8) l{/z} < Lo, [_......4.5< a/(?z 72’4:-- -£)

Met £ k e -2 )2~
A S
(5.9)

(An+ 5)3‘”';:‘)1 (r-2 ) sin )7
A=Az - A n)

[2""'1)5/54««»77) 2 Aamn 71’)2 ]
[““/.)%).a” {/)z”)ﬁ
1 /gzaa./—t‘/%n,)//z_g&w/:,;,_ T, n

-9

analytisch in I(z)_2 O en ven het exponentlele type We zullen bewijzen
dat op de halflijnen arg z = &, erg z = 7= 9 voor voldoend kleine 5’")0 ‘

‘(5 .10) (/a{z/g ﬁ(fz/ 4 .,uz-.sw lw sHnd, /z})

Laten we arg z = fybe%houwen. De ;y-de term van het llnkerlld van
(5,9) is daar, voor een zekere '7{5} > Qa, ((12! le ¢ ,/wa,arln

Af:ﬂ'”z” cots [‘}”’""7[0/ ; (7o als 3:-)" Yy
ALx A3== {7(&(73 )/Q{Oqu 27?‘!&4««&)5,,%2\ , )

Het is duidelijk dat we >0 zo klein kunnen nemen, dat A < A
- Pas nu stelllng 5 toe op (z-ﬂ) ;[2/ We vinden dan

-4 -~ 4 5‘14, ' %
7(5 A1) ?{2/ L C?( 2)‘; I 2 ;o ¢ /2) J<§0 ‘,y 2 71*,;-2;,
waaru:x.’c het gestelde gemakkeli,}k xmlg‘b Men vindt ook ‘ S

Gaa fhx)= 0’[,.9?,(/ (/',%X%ﬁ/

~ Vermoedelijk geldt (5.8) ook nog voc:r & =0 ymaar thans on‘bbreekt mi;]
de tijd om dat na te gaan. : '

Uit stell:mg ;L8 en qtelllng 1 volg‘b stelllng 17. :

Stelling l lS a,"ta mlgt to*i; k puntenrljen te generaliseren. ~

‘ Sfalllmg 12 I&dﬁu 'A,j %m k>2) complexe getallen zign

met medulng f en a:egumen*‘ ' 'i.llend zljn Laat /“‘y {
Laat smﬁf’/‘&”“ ~ 'z‘i;nivan het type 5, Laat ”
£(z) geheel zijn, ‘ ‘




Laat verder
(5.137 /7(/() m) < C ; (7 =1, 2,..;k; n geheel),

Dan is f(z) een constanse,
De stelling is "gcherp®: sin TAZ ee 8in 7?/’1—14 2 heeft op p het
type t, (5.13) geld* voor Geze functie, maar het is geen{ constante.
Bewijs, Ve mogesl we‘ aznziemen dab 7[(3; /= ﬁ(/“— 7‘) (Beschouw
anders (3{(-?/ 7"0/? / ‘= ) . Ook wel, dat é@ﬁ&an de getallen 3
bevat. (Ande‘lu (ifagaj\(;—’t‘ we ietsy op een lijn nabij p heeft £(z) nog een

type <dat van sin7C4 7 .., sin 7Tt 2 ). Definieer nu

f(z)={,(2/
fizl 5 I fitz)

Sz T T (2= A

- P

)R B
VY g D3 e e Onn)
| Q2

S Tty 2 Tptpos (2= Doy 7t/ |
z[l’/Z/A _ Z‘ (- )" % (Apn/ R ﬂ,,(?/"
§n Tptg Z —eo Wpap (22— Ae n/ |

ﬂ{z} (;j =1, 2,...k)isgeheel, van het exponentiéle type, van het t

< dat van 61117;4 ‘Ze.. 8in ,’Z;M(Z op p, Yerwijl 7/ fﬂgn/, é’({ul’ /

L 9. /

Op p en op 11 nen die een kleine hoek met p maken nadert ﬂ{, /Z/

tot O, dus (stelling 1; 7[:4“ {’z/: . T¢(2) is dus begrensd op de lijn
door O en ;\4/ « Op p is het type van /k[z/ < dat van sin s Lty T
Hieruit volgt dat het type van £, (z) op_elke lijn kleiner is dan dat

van sin 197(/41 X , voor een zekere "?; o<V /, Cvgl het be-
wijs van stelling 4). Gpvolg; ]{é_/ [k/ is op elke lijn van het type (dat‘

van sin 72'44/ 2 sin VT X+ In het bizonder op de lijn, waar ,
sin 7uf, 2  sin 7C tA¥ X | zijn maximum-type bereikt. ﬂ_ (Abes ¥/ en
/4 9y [2441,/ Zijn ﬂ[mf“t . Uit stelling 17 volgt dus dat ][/% ,(Z)=0.
Verder is nu }Q—z.{Z/ van het tyve van sin 7L4g , z » wat te

~weinig is ( '/};,,k /(2] ~ is begrensd op drie rijen) om aan 0 ‘zij,n te

‘on“bsnappen ENZ 4

We beschouw&en tot *m toe puntenrijen van gelijke dich‘bheld Men
mag ook nulpunten van sin /7/1%%« toelaten met !/«t/#‘—/ S
. Stelline 2\3 T@at :), ;;‘gJ ﬁ{k oomplexe getallen man van ver-

- schillend a,rg,mmf nt ’mad T ) I:a,a‘b . B
sin 7, ,uch ein Ff/»\‘-{” op de 1ijnm 1
£(z) geheel mijn, vac het 63
Isat verd Y
‘{5 1%7 '




Dan is f( z) een constante. :

Ook deze stelling is "scherp" Het vewijs gaat net als dat van
stelling 19, alleen moet het geval k = 2 ~ het analogOn van stelling
17 -~ afzondezfi;tk bewezen worden,

In plaats van deze "mooie" puntenrijen mooen ook "V, Bernsteln"
rijen £ 2, wordengebruikt:

(5.16) /ﬁaw %&x/ |Zn=2m ]| > | 'w—m}d (d;@ vast),
M-t 00 no }_f(+,zh)§<c .

In de plaats van sin A4 Z komt een gehele functie , waarvan de eigen-
schappen voldoende bekend zijn om de met stelling 20 corresponderende

stelling te bem,;; zen,

Het is wel aardig het grensgeval van btelling 19 te bekijken als all
lijnen waarop we puntenrijen hadden tot de reéle as naderen, We krijgen
dan de volgende generalisatie van de eerste in §‘4 bekeken stelling van
Miss_Cartwright (de tweede kan 00k z0 gegeneraliseerd worden):

Stelling 21, Als f£(z) geheel is, van het exponen‘blele type, van het
type < km op de imaginaire as, en als

o , :

(5 17) 1{/‘4/ < C) f[“) < C fey f{{t ;n) <. C-,(n geheel), ,
dan is f(x) begrersd (x reédel)s ‘ e

Het bewijs gaat als dat van § 4 (zonder veel nieuwe trucjes)., In de
‘plaats van sin 7T¥ treedt s.mkﬂ‘fz ., Uit ait vocrbe%:lt tevens
dat de stelling "scherp” is. Het 1s misschien aardig op te merken, dat
de algemeenste puntenrij op de reele as, tot nu toe in de stpllmg van
Miss Car’cwrlght gebruikt, is van de vorm :
M- < A o= ] 2, |
(Uit ‘!‘f[xw}K C , type f(z) </¢, | |
volgt dan £(x) begrensd). e

§ 6. In‘cerpola‘ble in de gehele getallen van Gauss. Tee;gassing. een
stelllng van Polya en Pfluger, |
Voor 1n’cerpola‘b3.e in de pu:rzten m 4+ in (m, n geheel) heb'ben we een <
gehele functle nodlg met enkelvoudzge nulpunten in die pum:en. Zo'n :
functie is de ag- funct:x.e van Welerstrass met de perloden 1, 1.
J M. Thittaker ( {zie [22] P. 72) bewees ' ’
Scellmg 22. Als f(z) geheel 18, ""z

'(6 %\E | H(zj < /463'=

meu B < l . ﬁar*r:ze N [)1

(6 2)
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)§ ('»th/ : = f[{jd§ '
(6.3) cﬁ’j + ; TYmten (mtin= 2/7__ 2t f Uf(;//é z/

Daar op V( U/f}ivan de orde &€ FU is, volgt hieruit voor A— 2
(6.2) \ | .

Stelling 23, Als f(z‘) voldoet aan de voorwaarden van stelling 22,
el IfOoelIg ©
danA:Ls f(z) een conctan‘be. ‘

ol;[a LlSJ bewees dit voor het geval dat (6.1) geld‘b voor elke

B> O (en een bijbehorende &), Pfluger [12] bewees stelling 23. |
Pfluger's bewijs is als volgt. ' ' '

Bewijs van stelling 23, Pas (6.2) toe op {/Z - M+ /‘U 2 M) /V',
geheel, in plasts van f£(z). ILaat z een punt zijn van het vierkant |
:—LL(i/:GfL‘/ . Daarop is /‘,um—~t7'7{>’-\; J forzl| < D , dus

(6.5) |f(z+ Mp M| < 2CD 2 o2 T

E onafhankelijk ven M en N, Ook binnen dit vierkant ;(1&,./ geldt (6.5),
dus overal, ' : : | :
Opumerking. Stelllng 23 is "zo goed mogell,]k" in de zin aat de stel--
ling niet juist is met 3 = dnsg , E2F |, Maar als B= Z ?
Br bestaan ook resultaten voor scctoren analoog aan stelling 23. |
We gaan daar thans niet cp in,
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